Математика

11 класс

1.Докажите, что если котангенсы углов треугольника образуют арифметическую прогрессию, то и квадраты сторон этого треугольника образуют арифметическую прогрессию. 
[image: image1.png]2ctgP = ctga + ctgy



Решение №1.  Известно, что [image: image2.png]2ctgP = ctga + ctgy



. Обозначим через [image: image4.png]


 высоту, проведенную к стороне AB.  Тогда [image: image6.png]AB = AD + DB = h.ctg a + h.ctg 3.



 Аналогично, [image: image8.png]BC = hy(ctg B +ctgy)n



 [image: image10.png]AC = hy(ctg a +ctgy)



. По формуле [image: image12.png]


  площадь данного треугольника равна: [image: image14.png]2 2
S=1h (ctga +ctgB)=1h, (ctgB+ctgy) =



 . Запишем квадраты сторон и выразим их через площадь: [image: image16.png]2
AB? = h, (ctg a + ctg B)? = 2S(ctg a + ctg B)



, [image: image18.png]BC™ =h,"(ctg B+ =25 + = +ctgy)?=2S(ctga+
C*=hy’(ctga+ctgy)
tgy)? = 25(ctg B+ ctgy), A
2 c
2 (ctg
)
ctg y).



Теперь, учитывая условие задачи, нетрудно заметить, что [image: image20.png]2AC? = A
B2 + BC2.



Что и требовалось доказать.

Решение №2. Из теоремы косинусов: a2 – b2 = ac × cos B – bc × cos A.

Из теоремы синусов: bc = 2S / sin A, ac = 2S / sin B.

Из этих соотношений (и аналогичных им):

b2 – a2 = 2S × (ctg A – ctg B),

c2 – b2 = 2S × (ctg B – ctg C).

Так как котангенсы углов образуют арифметическую прогрессию, то

b2 – a2 = c2 – b2.

Значит, квадраты сторон треугольника образуют арифметическую прогрессию.
Верное решение –  7 баллов 

Задача 2.  Доказать, что если натуральное число p = 100a + 10b + c делится на 37, то и числа q = 100b + 10c + a и r = 100c + 10a + b также делятся на 37 (числа a, b, c — натуральные).

 Решение Заметим, что число 999 делится на 37. Если p делится на 37, то и 10p-999a делится на 37. Тогда [image: image22.png]10p — 999a = 1000a + 100b + 10c —999a = 100b + 10c +a = g



 делится на 37. Аналогично из делимости q на 37 получим делимость r на 37.  
Верное решение –  7 баллов 

Доказано только для одного числа, без упоминания аналогии) – 6 баллов.
Задача 3.  Найти наибольшее натуральное число n, для которого система неравенств 

1 < x < 2, 2 < x2 < 3, …, n < xn < n + 1

имеет решение.
Решение №1
[image: image23.png]l<x<2=>1<x'? <4096




[image: image24.png]2<x?<3=>64<x2<216




[image: image25.png]3<xd<4=>81<x'?<256=>243 < x1°




[image: image26.png]4 <x*<5=>64<x2<125




[image: image27.png]5<x®<6=>x1<216




Заметим, что третье и пятое неравенства противоречат друг другу. Следовательно, n не превосходит 4, а системе из первых четырех неравенств эквивалентно  [image: image29.png]81 < x12 < 125



, что гарантирует существование решений.

Решение № 2. 
Перепишем неравенства в виде:

[image: image30.png]1<x<2,
J2<x< BB,
23 < x <34,
WA x4,
35 < x <45,




В силу того, что рассматриваем положительные значения x, эта система эквивалентна исходной. 

Так как 35 > 63, то при n = 5 указанная система уже несовместна: интервалы [image: image31.png][33.44]



и [image: image32.png][35,48]



не пересекаются. 

При n = 4 несложно подобрать значение x, удовлетворяющее всем четырем неравенствам (например, x = 1,45).
Ответ: n = 4.
Верное решение –  7 баллов 

Верное решение, но есть арифметические ошибки не повлиявшие на ход решения – 6 баллов.

Задача 4.  Доказать, что для любых натуральных чисел  m  и  n,  больших  1,  хотя бы одно из чисел   EQ \R(n;m)   и   EQ \R(m;n)   не превосходит   EQ \R(3;3) .
Решение №1

Не умаляя общности, пусть [image: image34.png]


. Докажем, что [image: image36.png]3 > "n



.

Рассмотрим функцию [image: image38.png]


 и найдем ее производную. [image: image40.png]y




. Заметим, что [image: image42.png]v'(e) =0



 и [image: image44.png]


 точка абсолютного максимума. Следовательно, наибольшее значение в целой точке достигается в точке [image: image46.png]X =2HIH X



 [image: image48.png]


 Тогда [image: image50.png]3 ="m>"n



. Ч.т.д.

Решение №2.  Ясно, что без ограничения общности можно считать, что  m ( n ( 2.  При этом   EQ \R(m;n)  (  EQ \R(n;n) .  В таком случае достаточно доказать неравенство  
 EQ \R(n;n)  (  EQ \R(3;3)                                                                                  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.1)

или, другими словами,  n1/n ( 31/3.  Заметим, что для  n = 2 неравенство  21/2 ( 31/3  верно, поскольку при возведении обеих частей в шестую степень получаем  8 < 9.  Вычисляя натуральный логарифм от обеих частей неравенства  
(1.1)

,  получаем, что достаточно доказать неравенство   GOTOBUTTON ZEqnNum296034  \* MERGEFORMAT  ( 
[image: image52.wmf]ln3

3

  для всех  n ( 3.  Рассмотрим функцию  f(x) = 
[image: image53.wmf]ln

x

x

,  x > 0.  Имеем производную  f ((x) = 
[image: image54.wmf]2

1ln

x

x

-

.  Если  x ( 3 > e,  то  ln x > ln 3 > 1,  следовательно,  f ((x) < 0.  Это означает, что при  x ( 3  функция  f(x)  убывает, так что при  n ( 3  выполняется  f(n) ( f(3),  что доказывает неравенство.
Верное решение –  7 баллов 

Не доказано, что  EQ \R(3;3) – наибольшее значение функции – 0 баллов.
5.  Доказать, что если все двугранные углы тетраэдра острые, то и все плоские углы острые.

(6 баллов)

Р е ш е н и е.  Докажем сначала, что если все двугранные углы выпуклого трёхгранного угла острые, то и все плоские углы острые. Доказываемое утверждение будет следовать отсюда непосредственно. Действительно, каждый плоский угол тетраэдра входит в какой-либо его трёхгранный угол, все двугранные углы которого по условию острые. Следовательно, и каждый плоский угол такого тетраэдра будет острым.

Пусть  SABCD – данный выпуклый трёхгранный угол с вершиной  S.  Все его плоские углы меньше  180(,  так как выпуклый трёхгранный угол лежит внутри каждого своего двугранного угла. Двугранные углы  B(SA)C  и  B(SC)A – острые, поэтому проекция  SH  ребра  SB  на плоскость  SAC  лежит между лучами  SA  и  SC,  т.е. 

	
[image: image55.emf]              B                                           S                                                                   A     H         C  


	
[image: image56.emf]  S                                                D                                                                         S       B                                        E                                                             A        H  



	Рис. 1
	Рис. 2


внутри грани  SAC  (см. рис. 1).  Поскольку  (ASC < ( 180(,  то, по крайней мере, либо  (ASH < 90(,  либо  (CSH < 90(.  Для определённости будем считать, что  (ASH < 90(.

Через точку  S  проведём плоскость  S (SE,  перпендикулярно прямой  AS  (см. рис. 2).  Очевидно, трёхгранный угол  SABH  лежит внутри прямого двугранного угла  A(S (S)E.  Продолжим грань  SBA  до пересечения с плоскостью  S(SE  по прямой  SD.  Так как  AS ( S(SE,  то  AS ( SD,  но  (ASB  лежит внутри прямого угла  (ASD.  Следовательно,  (ASB – острый.

Таким образом, исходя из того, что  (ASC < 180(  и  (ASH < 90(,  мы получили, что  (ASB – острый. Повторяя эти рассуждения для  (ASB < 180(,  получим, что  (ASC < 90(  и затем  (BSC < 90(.  

Верное решение –  7 баллов 
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